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3 Jordklotets geometri

Jordens form &r inte perfekt sfirisk. Ekvatorsradien (ca 6378km) &r nagot storre dn polra-
dien (6356km). Vi skall emellertid lata jorden representeras av en sfér.

Jordklotet roterar kring en axel genom sydpolen och nordpolen. Vinkelrdt mot denna axel
gar genom medelpunkten det sa kallade ekvatorsplanet. Ett godtyckligt plan som &r vin-
kelrdt mot ekvatorsplanet och som gar genom medelpunkten, skir ut en meridian. En av
dessa kallas nollmeridianen. (Det dr den meridian som passerar genom observatoriet i Gre-
enwich.) Genom en given punkt pa sfiren gar precis en meridian, vilken anger punktens
longitud (eller lingdgrad) i forhallande till nollmeridianen, genom att ange hur langt (métt
i grader) at Oster eller vister man maste ga. Man talar till exempel om 60° vistlig lingd
(eller longitud 60°W).

For att ange en punkts position i forhallande till ekvatorsplanet infér man parallellcirklar.
Genom en given punkt gar precis en parallellcirkel, vilken anger punktens latitud (eller
breddgrad) norr eller soder om ekvatorn, (métt i grader). Parallellcirkeln pa latitud 23°S
(23° sydlig bredd) passerar till exempel (ungefir) genom Sao Paolo i Sydamerika. Detta
ar Stenbockens vindkrets. Motsvarande parallellcirkel pa norra halvklotet kallas Kraftans
viandkrets (23°N). Den passerar strax soder om Assuan i Egypten. Vandkretsarna ar de
parallellcirklar, dar solen star i zenit (solens stralar bildar rit vinkel mot jordytan) mitt
péa dagen vid resp. halvklots sommarsolstand (den dag da solen star som hogst).

For den matematiska behandlingen av jordytans geometri &r detta traditionella sitt att
ange en orts position inte alldeles &ndamalsenligt. Vi kommer i stéllet att géra pa foljande
sitt. Lat R vara jordens radie (sig 6370km). Jordytan representeras av en sfir i R® med
medelpunkt i origo och radien R, alltsd av 27 + 23 + 23 = R2. Nordpolen reperesenteras
av punkten (0,0, R) och sydpolen av (0,0, —R). En godtycklig punkt P har koordinater
(21,29, x3) dér (se figuren nedan)

x1 = Rcosfcos ¢
Ty = Rcosfsin ¢
r3 = Rsinf

Hér later vi vinklarna ¢ och 6 variera i intervallen —7 < ¢ < 7w och —7/2 < 0 < 7/2.
Saledes svarar vastlig lingd mot ¢ i intervallet —m < ¢ < 0, 6stlig lingd mot 0 < ¢ < T,
sydlig bredd mot —m/2 < 6 < 0 och nordlig bredd mot 0 < 6 < 7/2.
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I fortsdttningen véljer vi jordradien som lingdenhet, vilket betyder att vi later jordytan
representeras av enhetssfaren

S = {(21, 72, 73) : 22 + 23 + 23 = 1}
Varje x € $ kan da entydigt skrivas

x = (cosfcos ¢, cosfsinp,sinf), dir —n7<op<m, —-7/2<60<7/2

Geodetiska linjer och avstind pa sfiaren

En storcirkel pa S ar snitt mellan $ och ett plan genom origo. Meridianerna ar exempel
pa storcirklar. Parallellcirklar dr dédremot i regel inte storcirklar. Den enda parallellcirkel
som ar en storcirkel dr ekvatorn.

Genom tva olika punkter P och () pa sfiren gar minst en storcirkel, nimligen den som
skirs ut av planet genom origo, P och Q. Om P och @ ar antipoder, dvs ligger pa samma
diameter, sa finns det flera sddana storcirklar. I annat fall finns det precis en storcirkel
genom P och Q.

Awstindet d(P, @) mellan P och @ &r lingden av N

den kortaste bagen pa den storcirkel som samman- 4PQ)

binder P och Q. Eftersom sfiren antas ha radien -

1 innebér detta att avstandet d(P, Q) samtidigt &r Q
— —

vinkeln mellan vektorerna OP och OQ.

Man kan bevisa att en godtycklig kurva som sammanbinder tva punkter P och ) och vars
alla punkter ligger pa sfaren, maste ha en lingd som ar > d(P, Q). Avstandet d(P, Q) &r
alltsa langden av den kortaste viig som en resenér kan fardas pa jordytan fran P till Q).

Ordet geodetisk kurva (eller geodetisk linje) anvinds ofta som synonymt med ordet stor-
cirkel pa sfaren. Pa en godtycklig yta anvind ordet geodetisk kurva for kurvor av kortast
mojliga 1dngd mellan givna punkter pa ytan.

Vi skall nu definiera den sfiariska geometrin i den anda som Klein foreslog i sitt Erlangen-

programm, genom att beskriva vilken transformationsgrupp vi skall arbeta med.

Definition 1 Pa sfaren $ betraktar vi alla sfiriska isometrier T : 5 — &, dér T definieras
med hjilp av en ortogonal 3 x 3—matris U (s& att UTU = I), genom formeln

T(P) = T(x) = Ux, dir OP=x¢€S$

De sfariska isometrierna bildar en transformationsgrupp, vilket innebar att sammansétt-
ning av tva isometrier och inversen till en sidan ocksa dr isometrier (ty om U och V ér
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ortogonala matriser s3 ir UV och U~! ocksi ortogonala). Man kan beskriva varje sfirisk
isometri som sammanséttning av rotation kring en axel genom origo och (eventuellt) speg-
ling 1 ett plan eller en linje genom origo

Geddirtiska linjer dr invarianta under alla sfiriska isometrier, ty varje avbildning x
whbildas en storcirkel
Om némligen

. Genom tva punkter
letrin gar en rat linje

Observera ocksa en annan skillnad mellan geodeterna pa sfiren och linjerna i planet. Det
finns pa sfiren ingen naturlig ordningsrelation mellan punkterna. Givet tre punkter P, @, R
pa en storcirkel, sa kan man inte utan vidare siga att en punkt ligger mellan de bada andra,
sa som fallet &r med tre punkter pa en rit linje i planet.
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Vinklar och sfiriska trianglar

Om #; och /5 &r tva geodetiska linjer pa sfiren sa definierar vi vinkeln o mellan dem som
den Euklidiska vinkeln i R?. Detta &r ekvivalent med f6ljande. Om ¢; &r snitt mellan sfiren
och planet genom origo med enhetsnormal n;, (lingden av n; dr 1) si &r « vinkeln mellan
n; och n,, dvs

COStx =171 -1y

Observera att vinkeln inte ar entydigt defini-
erad med denna formel. Det finns ju tva en-

hetsnormaler till vardera plan. Om vi emel-

lertid kraver att vinkeln « skall viljas i in- 74
tervallet 0 < « < 7/2 blir vinkeln entydigt “
definierad. "
Vinkeln mellan tva geodetiska linjer ar inva-

riant under sfiriska isometrier. Om vinkeln '

mellan ¢; och ¢, ar a sa ar saledes vinkeln
mellan bilderna av ¢; och ¢4 ocksa «.

Vi kommer nu till begreppet sfdrisk triangel.
En sddan definieras med hjilp av tre punk-
ter A, B, C pa sfiren och triangeln utgors av
dessa tre punkter samt de geodetiska bagar-
na mellan dem. A B

C

Man kan naturligtvis bygga upp en samling formler som beskriver samband mellan sidornas
langder (dvs de geodetiska avstanden mellan triangelns hérn) och triangelns vinklar. Vi
avstar fran det, men ger ett exempel (utan bevis).

cosc = cosacosb B

Har dr saledes a och b katetrarna och ¢ hy-
potenusan.

Sats 1 (Pythagoras sats pa sfiren) Om

ABC' dr en sfirisk triangel med sidorna a,b

resp ¢ och om vinkeln vid hornet C' dr rdat sd ‘. '
ar (
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Arean av en sfirisk triangel

Vi avstar fran att gora en generell definition av area av ett omrade pa sfiren och nojer oss
med att definiera area for speciellt enkla omraden, framfor allt sfiriska trianglar. Observera
forst att arean av hela sfaren $ ar 47. (Det kan man till exempel visa genom att tillimpa
en formel for en rotationsytas area.) Arean av ett halvklot &r déarfor 2.

Det &r darfor naturligt att sétta arean av omra-

det i figuren till 2« eftersom omradet utgor a/m 4
av hela ovre halvklotet. Arean av ett sadant om-

rade blir d& invariant under sfariska isometrier ef-

tersom dessa lamnar vinklar mellan geodetiska lin- A

jer oforiandrade. Omraden av detta utseende kallar
vi halvmanar.

I foljande figur har vi ritat en sfirisk triangel ABC. Det plan som skir ut storcirkeln
genom B och C har placerats i papperets plan och punkten A ligger ovanfor detta plan.
Figuren beskriver och ger namn at fyra omraden 73,75, 75,7, vilka alla ligger pa den
halvsfar som ligger 6ver papperets plan. Punkterna B’ och C’ ar antipoderna till B resp.
C, dvs de ar spegelbilderna i origo av B resp. C. De ligger darfor bada i papperets plan.
De fyra omraden begrinsas av sfiriska trianglar.

T, begrénsas av triangeln ABC

T, begransas av triangeln AB'C’
T3 begrinsas av triangeln AB'C
T, begrinsas av triangeln ABC’

Lat oss spegla T5 i origo. Vi far da ett omrade som tillsammans med 7 utgér en halvmane
med vinkeln 2a.. Eftersom spegling ar en sfirisk isometri maste den lamna arean oférindrad.
Dérfér maste arean av trianglar definieras sa att

arean(77) + arean(T3) = 2«

Av liknade skil maste
arean(7}) + arean(T3) = 203
arean(7}) + arean(7y) = 2y

Eftersom de fyra omraden tillsamman utgor halvklotet 6ver papperets plan dr deras sam-
manlagda area 27. Summerar vi de fyra ekvationerna ovan far vi darfor att

2arean(7T7)+arean(77)+arean(Ty)+arean(T3) +arean(7y) = 2arean(77)+27 = 2(a+3+7)
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vilket ger
arean(l)) =a+f0+y—m

Sats 2 Vinkelsumman i en sfirisk triangel dr alltid storre énm (180°). Arean av en sfirisk
triangel dr vinkelsumman minus .

Observera att det pa sfaren finns ett absolut matt i den meningen att vinkelmatt och matt
pa avstand inte kan viljas oberoende av varandra sa som fallet &r i planet. Det finns inte
heller olika stora men likvinklika trianglar. Ocksa det &r en skillnad jamfoért med planet.

Kartor

Kartor har funnits linge i ménsklighetens historia. En kartas utseende bestims av dess
andamal. Vi skall koncentrera oss pa kartor som vill beskriva “hela virlden”, dvs hela jor-
dytan. Erathosthene (ca 250 fKr) visste att jorden var ett klot. Han uppskattade jordradien
genom att méta vinkelskillnaden till middagssolen pa tva platser vars inbérdes avstand han
kénde.

I figuren markerar A Alexandria vid
den egyptiska Medelhavskusten, medan
S ar orten Syene, nuvarande Assuan,
ndstan rakt séder om Alexandria. Ef-
tersom Syene ligger nistan pa Kraf-
tans vindkrets star solen dér i zenit
mitt pa dagen vid sommarsolstandet.
Samma dag avviker solestralarna med
v = 27 /50 fran zenit i Alexandria. Om
avstandet fran A till S ar b sa géller att
b = Rv dar R ar jordradien.

Genom att stega upp avstandet (!) frdn Alexandria till Syene fann Erathosthenes att b var
lika med 5000 “stadier”, (ett antikt lingdmatt). Alltsa &r

b .
R=-= 5000 50 ~ 40000 “stadier”
v 2m
Den exakta ldngden hos en “stadie” ar inte kdind, men brukar anges till ndgonstans mellan
150 och 180 meter, vilket ger jordradien R ett virde mellan 6000 och 7200 km. En mycket

god uppskattning, maste man séga!

Erathosthenes dr berémd for flera kartor, vilka visar medelhavsomradet. Uppenbarligen
maste Erathosthenes ha varit helt klar 6ver att hans kartor bara visade en mindre del
av jordytan. Senare gjorde Claudius Ptolemaios (ungefir 150 eKr) flera kartor Gver be-
tydligt storre delar av jordytan. Hans kartor strickte sig dnda bort till Kina. Det mest
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anméarkningsvirda med Ptolemaios kartor var att de hade ett fullt utvecklat system av
parallellcirklar och meridianer och att de ocksa ar ritade med avancerade projektionsme-
toder. Ptolemaios storhet som geograf férminskas nagot av att han grovt underskattade
jorden radie. Han trodde att jordradien var 25% mindre 4n den verkligen var!

Ptolemaios underskattning av jordens storlek levde kvar in pa 1500-talet. Den ledde till
att man trodde att Kina lag langre osterut dn vad som verkligen dr fallet. Detta bidrog till
att Columbus trodde sig kunna na Kina snabbare genom att segla visterut fran Portugal.

Mot slutet av medeltiden (ndr kompassen kom i bruk) ritades s& kallade portolankartor
av kustomraden med syftlinjer som liknar dagens sjokort. Under 1500-talet gjorde bl.a
Amerigo Vespucci och Magellan noggranna métningar och kartorna under 1500-och 1600-
talet blev mycket exakta.

Kartografi

Ett stort problemet med att rita plana kartor av delar av jordytan ar att man inte kan
avbilda en del av en sfirisk yta pa en plan yta utan distorsion. Den grundliggande orsaken
till detta ar att sfiren har en positiv krokning, medan planet saknar krokning. Nar man
forsoker avbilda en sfirisk yta pa ett plan maste nagra féorhallanden ga forlorade. Att rita
plana kartor ar darfér en fraga om att gora val. Det finns tre grundliggande geometriska
storheter av sirskilt intresse for den som skall anvinda en karta:

vinklar, avstind, areor

En karta som aterger alla vinklar korrekt kallas vinkelriktig eller konform. Denna typ av
kartor ar intressant for sjofararen, som seglar 6ver 6ppna havsvidder. En karta som aterger
relationerna mellan omrddens areor korrekt kallas ytriktig. Denna typ av karta dr lantmé-
tarens favorit.

Det finns inga kartor som aterger relationerna mellan olika kurvors lingder korrekt. Om en
sadan karta funnes skulle den fértjina namnet skalenlig. Det finns emellertid approximativt
skalenliga kartor inom begrinsade omraden (t.e.x bilkartor, kartor fér orienterare). Man
kan ocksa gora kartor 6ver storre omraden och tillampa olika skalor pa olika delar av dem
och pa sa vis uppskatta dven stora avstand ganska bra. Men exakt skalenliga kartor finns
inte. Det finns inte heller kartor som ar bade konforma och ytriktiga.

Det finns alltsa tva grundtyper av kartor:

konforma kartor

ytriktiga kartor
Det finns ocksa kartor som varken &r det ena eller det andra. De kanske aterger vinklar
bra, men inte helt ritt, samtidigt som de aterger férhallandet mellan areor bra, men inte
heller det helt ratt.
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For att astadkomma en karta anvinder man sig av nagon slags projektionsmetod. Det finns
tre grundtyper beroende pa vilken sorts yta man projicerar pa. Det finns s.k. azimutala
projektioner, vilket &r projektioner pa plan, cylindriska projektioner, (projektioner pa en
cylinder) och koniska projektioner (projektion pa en kon). Anledningen till att man kan
vara intresserad att projicera pa cylindrar och koner ar att sddana ytor kan plattas ut till
ett plan utan forvrangning (eftersom deras krékning ar 0).

Vi skall nu beskriva en matematisk sats med vars hjidlp man relativ latt kan avgora vilka
egenskaper en given kartprojektion har. Till varje punkt x pa var modell $ av jordklotet
ordnar vi dess kartbild y = K(x) i R?. Eftersom x = (cos f cos ¢, cos 6 sin ¢, sin §) kommer
bilden y att bero av ¢ och 6. Vi skriver

y = K(x) = (X(9,0),Y(9,0))
Punkterna pa en viss parallellcirkel # = 6, kommer att avbildas pa kurvan
X = X(¢a90)aY = Y((bagﬂ)a_ﬂ' S ¢ S m

Riktningen hos denna kurva far man genom att derivera med avseende pa ¢. Tangenten
till kurvan i punkten ¢ = ¢ ar

(8—X(¢Oa 00)1 8—Y

0¢ 0¢

Kartans bild av en parallellcirkel kommer alltsa att vara en kurva i XY —planet vars tangent
beskrivs av

(¢o, 90))

0X Y
v= (%5 3)

Pa samma sétt kommer en viss meridian, ¢ = ¢, att avbildas pa kurvan
X = X(¢o,0),Y =Y (o,0),—7/2 <6< 7/2

Tangenten till denna kurva (i punkten 6 = 6;) &r

0X oY
(%(Qﬁoﬂo), %(ﬁbo,go))

Kartans bild av en meridian kommer alltsad att vara en kurva vars tangent beskrivs av
vektorn

0X Y
V= (W’%)

Eftersom meridianer och parallellcirklar skir varandra under rat vinkel sd maste—pa en
konform karta-vektorerna u och v vara ortogonala, dvs u-v = 0. Genom att jimfora
tangentriktningar for andra kurvor pa sfiren med deras bilder pa kartan kan man visa att
man dessutom maste ha u-u = v -vcos? . Man kan visa foljande sats.
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Sats 3 FEn kartprojektion IC dr konform om och endast om
u-v=0, u-u=v-vcosf

for alla ¢ och 6. Kartprojektionen K dr ytriktig dda och endast da

_|9X9Y oX oY
~ 196 90 ~ 90 94

= k|cosf|, (k &r en konstant)

for alla ¢ och 6.

Man kan tolka A som arean av den parallellogram som spidnns upp av u och v. Observera
att u,v och A beror av ¢ och 6. Satsens villkor for ytriktighet kommer alltsa ifran en
jamforelse mellan arean av sma omraden pa kartan med motsvarande omrade pa sfiaren.
Ett bevis for satsen ges i kapitlet om differentialgeometri. Vi ndjer oss med ett exempel.
Det kommer att spela en viss roll i samband med den hyperboliska geometrin.

Exempel 1 Vi skall betrakta sa kallad stereografisk projektion. Det ar ett exempel pa
azimutal projektion, dvs projektion pa ett plan. Vi skall anta att projektionsplanet tangerar
sfaren vid sydpolen. Givet en punkt pa sfaren, drar vi en rit linje fran nordpolen genom
punkten. Denna linje triffar projektionsplanet i en punkt, som &ar kartbilden av den givna
punkten. En figur illustrerar konstruktionen.

Man projicerar alltsa punkten
P = (cos @ cos ¢, cosfsin ¢, sin §)
pa punkten y = (rcos ¢, rsin ¢).
De tva likformiga rédtvinkliga tri- cos6 )\ P

anglarna i figuren ger att 0 x

1-sin 6

r cosf

2:1—sin0

det vill sdga 1 V)

2cosf '
7”:7
1 —sinf y

Med satsens beteckningar har vi alltsa att X (¢,6) = rcos¢ och Y(¢,0) = rsin ¢, déar r
ges av formeln ovan. Eftersom

@_ 2 T
df)  1—sinf cosf

far vi att
0X T Y r

00 COSOCOS¢’ 90 cosesmq5
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Vidare giller att
a—X——rsin(b a—Y—rcosqﬁ
96 © 09

Darfor ar

u=r(—sing,cos¢), v= . r (cos ¢, sin @)

os6

Detta ger i sin tur att

2 2
2 _ T r

" uv=0 A
00320’uv 0,

- | cosd)|
Det foljer att u-u = 7> = v - vcos?0 men att A # k|cosf|. Av satsen drar vi alltsa
slutsatsen att

stereografisk projektion dr konform men inte ytriktig

Féljande figur visar hur meridianer (med intervall 15°) och parallellcirklar (fran 20°N till
80°S med intervall 10°) avbildas med stereografisk projektion. I figuren har vi ritat ut en
sa kallad lozodrom, vilket ar en kurva som skér alla meridianer under samma vinkel.




